ISRAEL JOURNAL OF MATHEMATICS, Vol. 39, No. 3, 1981

QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES
DE BANACH STABLES

PAR
S. GUERREET J. T. LAPRESTE

ABSTRACT

We prove that stable Banach spaces, introduced by J. L. Krivine and B. Maurey
[7], are weakly sequentially complete and that every spreading model defined
on a stable Banach space is stable.

1. Introduction

On dit qu’un espace de Banach séparable E est stable {7] si pour toutes suites
bornées (x,) et (y.) de E et tout ultrafiltre U sur les entiers on a:

limlim|x. + yn | = Emlim|x. + y. ||

La notion d’espace stable a été introduite par J. L. Krivine et B. Maurey dans
[7] en vue d’étendre de la fagon suivante un résultat de D. Aldous [1] concernant
les sous-espaces de L': “tout espace stable de dimension infinie contient un sous
espace presque isométrique i un espace [, (1=p <o)”.

Nous nous interessons ict a d’autres propriétés de ces espaces: on prouve que
les espaces stables sont faiblement séquentiellement complets (théoréme 1) et
que les modeles étalés des espaces stables sont stables (théoréme 2).

Rappelons quelques définitions qui figurent dans [7] et [4]: une fonction o de
E dans R est un type sur E s’il existe une suite bornée (a.) de E et un ultrafiltre
% sur N tels que, pour tout x de E, o(x)=lim.q[x+a.[. Si o(x)=
limna || x + a. |, 7(x) = limpa || x + b.. ||, on définit le produit de convolution o * r
de o et 7 par:

Vx EE, 0*7(x)=li;31ir£l1||x+a,.+bm fl

Le produit Ao du type o par un scalaire A est défini par:
Regu le 10 juillet 1980
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Vx €E, /\a'(x)=lig1|lx + Aa, |-

On dira qu’un type o est symétrique si pour tout x de E, o(x) = o(— x). On sait
([7]) que T'espace des types sur un espace de Banach stable est fermé pour la
convergence simple dans I'espace des fonctions de E dans R”, que pour ¢ >0
I'ensemble des types 7, tels que 7(0) = ¢, est compact pour cette topologie et
enfin que le produit de convolution est séparément continu sur I’espace des types
muni de cette topologie.

On appelle alors (cf. [5] et également [3]) modéle étalé au-dessus de E associé
a la suite (x.) et a Uultrafiltre U, le séparé completé de E xR™ pour la
semi-norme définie par:

k k
x + E A.’ex X+ 2 A;xni
=1 =1

=lim---lim
nau U

)

si x est dans E et Ay, - - -, A, sont des réels. Si o est le type associé a (x,) et a U,
ceci s’écrit encore:

= (Ao *- - * o) (x)

3
x + 2 )\,»e;
=1

et on dira que chaque vecteur e; réalise le type o au-dessus de E (i.e.: pour x € E,
|x + e]| = o(x)). La suite (e.) ainsi construite sera appelée suite fondamentale
du modele étalé et I'espace de Banach [e;, i € N] qu’elle engendre modéle étalé
de E associé a (x.) et a 9; on dira encore que le modeéle étalé [e;, i € N] est
associé au type o.

REMARQUE 1. La suite (e.) ainsi définie est écartable au dessus de E,
c’est-a-dire que pour toute suite croissante d’entiers (n;) et pour tout x de E on
a:

k k
x+2k.~e; = x+2)\,-e,.‘. .
i=1 i=1
Si 'espace E est stable, cette suite est également symétrique au-dessus de E:
pour toute permutation o des entiers, on a||x + =f_; Ae || =[x + 2k, Aeoo|l. On

en déduit dans ce cas que, si la suite (e.) est basique, c’est une base symétrique,
donc inconditionnelle du modele étalé [e, i €N] qu’elle engendre.

II. Le résultat principal

Montrons d’abord un lemme fondamental:
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LEMME 1. Si (e, i € N] est un modéle étalé sur un espace stable E, associé a
une suite (x,) et un ultrafiltre U et tel que:

(a) La suite (e.) est K-équivalente a la base canonique d’un espace I,
(1=p < +x),

(b) Le type o sur E défini par (x,) et U est symétrique.
Alors il existe une suite de blocs disjoints sur (x,): u, = 2% ., Axi, avec A =0
pour tout i EN, telle que:

(1) La suite (u.) est équivalente a la base canonique de I,

(2) YVn €N, (1/KP)=3 (AP K"

DEMONSTRATION. Considérons la classe conique C engendrée par le type o
(cf. [7]), et montrons tout d’abord que tout type 7 de C tel que 7(0) = 1 définit un
modele étalé dont la suite fondamentale est K*>-équivalente a la base canonique
de I,: tout type 7 de C tel que 7(0) = 1 est la limite simple d’une suite 7. de types
ou chaque 1, s’écrit: 7, = A{Vo *---* Ao avec AV =0 pour tout i =p. et
7.(0) = 1. Cette derniere condition et Phypothése (a) impliquent que:

l/p

) wk)[Sarr] =1=k[Sarr]”

D’autre part, la continuité séparée du produit de convolution implique que, si
ay, o sont des réels fixés, on a:

(o %+ aor) O) = lim - - lim et %+ - % ) 0).

L’hypothése (a) et (*) donnent alors:

(S lar) k(% S nrr)”
= (@ 5 ) 0)

k(3 3 farir)”

d’ot I'on déduit immédiatement que:

(L’Kz)(g1 | o I")l/p§(a1'r LR *a,.d')(O)éKz(z1 | |P>UP.

A présent, on sait, voir [7], que C contient un l,-type 7o (ie.: Vo, B ERS,
ato* Bro= (a?+ B7)"1o).
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Donc, d’une part on a nécessairement g = p et d’autre part, d’apres [7], toute
suite de E définissant 7, admet une sous-suite définissant le méme type et
équivalente a la base canonique de I,. Pour terminer, il suffit de voir que 7, peut
étre défini par une suite de blocs sur (x;) vérifiant la condition (2) du Lemme.

Comme 7, € C et 7o(0) = 1, il existe une suite de types 7, = A{Va *- - - * A0,
avec A" =0 et 7.(0) = 1 convergeant simplement vers 7. En utilisant le procédé
de A. Brunel et L. Sucheston (cf. [5]) il est facile de voir que I'on peut supposer
que (x.) est une bonne suite'; le type 7. peut alors étre défini par la suite de
blocs: ai™ =S/ AP X kg 41

Grace a la condition 7,(0)=1, les coefficients A{”, i =p, des blocs a{”
vérifient de plus pour tout entier:

P,
(++) (/KP)= > (A"F =K.
i=1
Pour x € E on a alors 7o(x) = lim, lim, ||x + a{||; par un procédé diagonal on
peut trouver une suite d’entiers (k (n)) telle que 7o(x) = lim, [|x + a{,||. Quitte 2
extraire une sous-suite (u.) de (a{¢,) telle que les supports des u, soient
disjoints, on a bien trouvé une suite de blocs disjoints (u.) définissant 7, et

vérifiant la condition (2) du Lemme.

ReMARQUE 2. La démonstration du Lemme 1 reste vraie si ’'on remplace I,
(1=p < +®) par ¢,. Cependant, comme ¢, n’est pas un espace stable, la
conclusion devient: “un espace stable E n’admet aucun mode¢le étalé associé &
un type symétrique, dont la suite fondamentale soit équivalente a la base
canonique de ¢o”. (Ce résultat sera étendu & la proposition 3.)

TueoreME 1.  Tout espace de Banach stable est faiblement séquentiellement
complet ; en particulier un tel espace est réflexif si et seulement si il ne contient pas
de sous espace isomorphe a l;.

DEMONSTRATION.  Supposons qu’il existe dans I'espace de Banach stable E
une suite (y.), faiblement de Cauchy non convergente. Par extraction de
sous-suite on peut supposer que (y.) est basique (cf. [6] ou [9]) et est une bonne
suite au sens de [5]; par conséquent la suite fondamentale (e,) du modele étalé

(x,) est une bonne suite si: Ve >0, Vx EE, VK €N, Y(A,,- -, A, )ER*, v EN tel que:

x+2)‘4x,.‘. x+2 A€
=1

foel

v<n<n<--<n >

<e.
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associé a (y.) est basique inconditionnelle (Remarque 1); de plus, si y” est la
limite faible de la suite (y.) dans le bidual E” de E, pour tout (A, - - -, A ) ERY,
on a:

k
E )\.~e.»
=1

k
, ; /\‘yﬂi

=lim- - lim
n ny

k
=y | > A|

L’inconditionnalité de la suite (e.) et cette inégalité prouvent alors que (e, ) est
équivalente a la base canonique de .

Posons x, = yz..1— y2a; la suite (x..) ainsi définie converge faiblement vers 0, a
un modele étalé dont la suite fondamentale (e2..1 — €2.) est encore équivalente a
la base canonique de I, et est associée a un type symétrique. Le Lemme 1
appliqué a la suite (x,) prouve I'existence d’une constante K >0 et d’une suite
de blocs a coefficients positifs sur (x.), u. = Siz .1 Axi, équivalente a la base
canonique de [, et telle que pour tout n €N, Ttk =K. Comme cette
derniére condition implique que (u,) converge faiblement vers 0, nous obtenons

une contradiction.

ReEMARQUE 3. La démonstration du théoréme 1 montre qu’en outre, aucun
modele étalé d’un espace stable E associé a une suite tendant faiblement vers 0
ne peut étre isomorphe a [,, et cette propriété, d’aprés un résultat de [2] équivaut
a dire que E posséde la propriété de Banach-Saks-Rosenthal: “de toute suite
convergeant faiblement vers 0 de E, on peut extraire une sous-suite dont les
moyennes de Césaro convergent fortement vers 0, D’ou:

ProposiTiON 1. Un espace stable E posséde la propriété de Banach-
Saks-Rosenthal.

Une autre conséquence du Lemme 1 est la proposition suivante:

PROPOSITION 2. Si un espace stable E admet un modéle étalé qui contient un
sous-espace isomorphe a l, alors, E contient un sous-espace isomorphe a I,
(1=p<+m).

DEMONSTRATION. D’aprés (5] (théoréme 2) on peut supposer que E a un
modele étalé dont la suite fondamentale (e, ) est basique et qui contient un sous
espace isomorphe a I,

Par une technique standard, on peut alors trouver une suite de blocs
U, =7, Ae; équivalente 2 la base canonique de I,.
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Soit 7., le type sur E réalisé par u, (i.e. Vx € E, 7.(x) =[x + . [). Quitte 2
extraire une sous-suite, on peut supposer que (7.) converge simplement vers un
type 7 sur E. Par définition du produit de convolution, comme (u, ) est une suite
de blocs disjoints sur les (e.), on a:

Vk EN, V(a, -, a)ERY (ay7*- - -*a7)(0)= lirorul- . -linml

b

k
Z aiuni
i=

ce qui prouve que la suite fondamentale du modéle étalé associé a 7 est

équivalente a la base canonique de I, Il est alors immédiat que le type
symétrique 7 *(— 1) définit un modele étalé jouissant de la méme propriété et
qui satisfait aux hypothéses du Lemme 1, ce qui achéve la preuve.

Comme pour le Lemme 1, la démonstration de la proposition 2 s’étend sans
modification au cas de ¢, et on a donc la proposition suivante:

PROPOSITION 3. Aucun modéle étalé sur un espace stable E ne contient de sous
espace isomorphe a co.

ITI. Stabilité des extensions

Les extensions les plus naturelles d’un espace stable sont ses modéles étalés;
on a le théoréme suivant:

THEOREME 2. Tout modéle étalé au dessus d’un espace de Banach stable est
stable.

DEMONSTRATION.  En vertu de [5] (théoréme 2), il suffit de montrer ce résultat
pour les modeles étalés dont la suite fondamentale est basique. Soient donc
F = E®[e, i €N] un tel modele étalé au dessus de E et (f.), (g-) deux suites
bornées de F. Pour tous entiers m et n, on peut décomposer f. et g.. sur E et
[e,i EN], soit: f. = X, + Un, gn = Ym + U avec X., ¥ym dans E, u, et v, dans
[e, i EN].

On veut montrer qu’il existe deux sous-suites (f;) et (g.) de (f.) et (gn)
vérifiant:

(9) limlim|f.+ g.| = imlim(f.+ g.|.

Supposons dans un premier temps que les supports des suites (u.) et (vm ) sur
(e:) vérifient:

S Vn €N, Supp u. < Supp v, < Supp Un+1 < SUPP Vns1.



Vol. 39, 1981 ESPACES DE BANACH STABLES 253

On va alors montrer que pour tout z € F:
L) li;.ylirarulﬂz +(Xn + )+ (ym + V0| = lirqx}l'i‘qul}llz + (X + 1)+ (Yo + U]
Pour cela posons pour x dans E,

o(x)=1lim[x +x. + u. I,
7(x) = Hm[x + ym + va |,

pe(x) = x + z|;

o, T et u, sont des types sur E; si z s’écrit z, + z,avec z; € E et 2,E[e,,i EN] 2
support fini, dés que n et m sont assez grands, les supports de z, u,, v, sont
disjoints et par conséquent, par définition du produit de convolution des types:

mbmllzi+ 22+ (6 + un) + (ym + vl
=(u; o *7)(0)
= liqulll'ilqu}”z, + 2o+ (X0 + )+ (Y + 02)-

Un argument de densité prouve que (L') est vraie pour tout z de F.

Les suites (u,) et (v. ) étant maintenant quelconques, on va se ramener au cas
précédent de la maniére suivante: d’aprés la proposition 3, I'espace [e;, i € N] ne
contient pas de sous-espace isomorphe a ¢o; comme la base (e:) est incondition-
nelle (Remarque 1), elle est aussi compléte pour les suites bornées (““boundedly
complete”’) ce qui implique que, de (u.) et (v.), on peut extraire des sous-suites
(u1) et (vn) qui convergent coordonnées par coordonnées (les coordonnées étant
prises sur la base (e:)) vers des élements u et v de [e, i € N]. Par un procédé
classique, on peut alors montrer qu’il existe des sous-suites (un— u) et (v —v)
de (u.—u) et (v.—v) respectivement et des suites (un) et (vy) vérifiant la
condition (S) telles que:

limflus—(un—u)||=0 et li’gl”v?,.— (vn—0v)|=0.
En appliquant I'égalité (L) aux suites (u5) et (vi) avec z = u + v, on en déduit

que I'égalité (L) est vérifiée pour des sous-suites de (f.) et (g= ), ce qui prouve la
stabilité de F.
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Ce dernier théoréme reste valable pour des extensions d’un espace stable plus
générales:

THEOREME 3.  Soit (01) une suite de types sur un espace stable E et F Iespace
de Banach engendré par E et une suite de vecteurs (&), la norme sur F étant définie

par:

VxEE, V(A -, A)ER

X +Z )\.fill = (Ao % % Ao ) (x).

Alors, si pour chaque i EN, o; est, ou bien un type symétrique, ou bien associé a
une suite faiblement convergente de E, I’espace de Banach F est stable.
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