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QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES 
DE BANACH STABLES 

PAR 

S. GUERRE ET J. T. LAPREST1 ~. 

ABSTRACT 

We prove that stable Banach spaces, introduced by J. L. Krivine and B. Maurey 
[7], are weakly sequentially complete and that every spreading model defined 
on a stable Banach space is stable. 

I.  I n t r o d u c t i o n  

On dit qu ' un  espace  de Banach  s~parable E est stable [7] si pour  toutes  suites 

born6es  (x.)  et (y . )  de E et tout  ultrafil tre o// sur les ent iers  on a: 

l iml imHx,  + Y-, II = l i m l i m l l x .  + y,. II. 
n,~ m,~ m,~/t n,~ 

La not ion d ' e space  stable a 6t6 in t rodui te  pa r  J. L. Kr iv ine  et B. M a u r e y  dans  

[7] en vue  d '6 tendre  de la faqon suivante  un r6sultat  de D. Aldous  [1] concernan t  

les sous-espaces  de  L l: " t ou t  espace  s table  de  d imens ion  infinie cont ient  un sous 

espace  p resque  i som6tr ique  h u n  espace  lp (1 _-< p < o0)". 

Nous  nous  in teressons  ici h d ' au t r e s  propr i6t6s  de ces espaces:  on p rouve  que  

les espaces  s tables sont fa ib lement  s6quent ie l lement  comple t s  ( th6or~me 1) et 

que  les modules  6tal6s des espaces  s tables sont  stables ( th6orbme 2). 

Rappe lons  quelques  d6finitions qui f igurent  dans  [7] et [4]: une  fonct ion or de  

E dans  R + est un type s u r E  s'il existe une  suite born6e  (a~) de  E et un ultrafil tre 

0// sur N tels que,  pour  tout  x de E, or(x)=lim,~ou Ilx + a .  ll. s i  o r ( x ) =  

l im ,~  ]Ix + a ,  II, -- lim,,,ou Ilx + br~ II, on d6finit le produit de convolution or �9 r 

de or et ~- par:  

Vx~E, or*z(x)=limlimllx+a.+bmll. 

Le produit )ttr du type  or pa r  un scalaire ; t e s t  d6fini par:  
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V x ~ ,  ,~or(x) = ]!m I1~ + ,~a, II. 

On dira qu 'un type or est symdtrique si pour tout x de E, or(x) = t r ( -  x). On sait 

([7]) que l 'espace des types sur un espace de Banach stable est ferm6 pour  la 

convergence simple dans l 'espace des fonctions de E dans R +, que pour  c > 0 

l 'ensemble des types 7, tels que 7(0)-< c, est compact  pour cette topologie et 

enfin que le produit de convolution est s6par6ment continu sur l 'espace des types 

muni de cette topologie. 

On appelle alors (cf. [5] et 6galement [3]) module dtald au-dessus de E associd 

la suite (x.)  et ?t I'ultrafiltre ell, le s6par6 compl~t6 de E x R (N) pour ia 

semi-norme d6finie par: 

x + Le~ = lim. �9 �9 lira x + A~x,, , 
i = l  nl~aU nk'ql i = l  

s ix  est dans E et A1,--.,  hk sont des r6els. Si or est le type associd ?t (x.)  et g~ all, 

ceci s'6crit encore: 

If II x + A,e, = (Alor * - - .  * Akor) (X) 
i = l  

et on dira que chaque vecteur e~ rdaiise le type tr au-dessus de E (i.e.: pour  x E E, 

fix + e, II = ~(x)) .  La suite (e.)  ainsi construite sera appel6e suite fondamentale 

du module 6ta16 et l 'espace de Banach [el, i ~ N] qu'elle engendre module dtald 

de E associd h (x,)  et ti or/; on dira encore que le mod/~le 6ta16 [e~, i E N] est 

associd au type or. 

REMARQUE 1. La suite (e,)  ainsi d6finie est ~cartable au dessus de E, 

c'est-&-dire que pour  toute suite croissante d 'entiers (n~) et pour tout x de E on 
a :  

II If II IE X +  Aiei = x +  ) t i e .  i . 
i = 1  i = 1  

Si l 'espace E est stable, cette suite est 6galement symdtrique au-dessus de E: 

pour  toute  permutat ion tr des entiers, on a IIx + x L ,  A,e, II = IIx + Y-L, X,eo,,,ll. o n  
en d6duit dans ce casque ,  si la suite (e.)  est basique, c'est une base sym~trique, 

donc inconditionnelle du module 6ta16 [6, i ~ N] qu'elle engendre.  

H. Le r~suitat principal 

Montrons  d ' abord  un lemme fondamental :  
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LEMME 1. Si [e,, i E N] est un module Etald sur un espace stable E, associd fi 
une suite (x.) et un ultraliltre ~ et tel que: 

(a) La suite (e.) est K-dquivalente fi la base canonique d 'un espace lp 

(l_-<p < + ~ ) .  

(b) Le type or sur E dEfini par (x.) et ~ est symdtrique. 
- P ~  >=0 Ators ii existe une suite de blocs disjoints sur (x.):  u. - E,=p.+l A,x,, avec A~ 

pour tout i ~ N, telle que : 
(1) La suite (u.) est Equivalente ?~ la base canonique de lp. 

( 1 / K )  = ~:,=p.+l A, = K .  (2) Vn E N ,  P < pn+, p <  , 

D~.MONSTRATION. Consid6rons  la classe conique  C engendr6e  par  le type o- 

(cf. [7]), et mont rons  tout  d ' abo rd  que  tout  type ~" de C tel que  ~-(0) = 1 d6finit un 

module  6ta16 dont  la suite fondamenta le  est K2-6quivalente h la base canonique  

de lp: tout  type  ~- de C tel que  z(0) = 1 est la limite simple d ' une  suite ~-. de types 

o/l chaque  ~'. s'6crit: ~-. = A~" ) t r*""  *A~)tr  avec A}")->0 pour  tout  i =<p. et 

z .(0)  = 1. Cet te  demi~re  condi t ion et l 'hypoth~se (a) impliquent  que: 

(.) (I/K)[,=~ (AI"')P]~'~<=I <=K[ "~= (AI"')"] ''p 

D'au t re  part ,  la cont inui t6 s6parde du produi t  de convolut ion  implique que, si 

a ~ , . . . ,  ak sont des rdels fix6s, on a: 

( a t r  *.""" * a . r ) ( 0 )  = l i m . . ,  lim (alz. ,  * . . . *  akr.~) (0). 
n 1,~ rIk, ~ /  

L'hypothbse  (a) et (*) donnen t  alors: 

(i~= 1 )lip kPn, )lip (~/K ~) I,,,I ~ _-<I/K(NNI,~,X~",'I~ 

_-_ (o~,7., * . . .  * ~ ,~- . , )  (0)  

(i~= 1 Pnl \ l/p <-K ~ t.)pX i =1 OtiAj ] 

d'ofi l 'on d~duit imm6dia tement  que: 

(1/g =) I,~,1") Z(""*" '*~'n ' )(O)<-K~ ,~11~ �9 

A pr6sent,  on sait, voir  [7], que  C cont ient  un lq-type ro (i.e.: Va,/3 E R2+, 

a ro ; /3~o  = ( a  ~ + /3~) l 'qzo ) .  
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Donc, d 'une part on a n6cessairement q = p e t  d 'autre part, d'apr~s [7], toute 

suite de E d6finissant Zo admet une sous-suite d6finissant le mSme type et 

6quivalente h la base canonique de lp. Pour terminer, il suffit de voir que To peut 

8tre d6fini par une suite de blocs sur (x,) v6rifiant la condition (2) du Lemme. 

Comme ~'0 E C et ~'0(0) = 1, il existe une suite de types z, = A~")cr * ' "  * A ~M)tr Pn ' 

avec A~ ") => 0 et ZM (0) = 1 convergeant simplement vers ~'0. En utilisant le proc6d6 

de A. Brunel et L. Sucheston (cf. [5]) il est facile de voir que l 'on peut supposer 

que (x,)  est une bonne suite+; le type z, peut alors &re d6fini par la suite de 

blocs: a~ ")= P a~")x E~l  i kp.+i. 
Grfice ~l la condition ,r.(O)= 1, les coefficients ~ > ,  i<-g.  des blocs a~ ") 

v~rifient de plus pour tout entier: 

1% 

(**) ( I lK  ~) -_< ~'~ (A~"'y _-< KL 
i=1 

Pour x E E on a alors ~-o(X) = lim. limk I]x + a(k")]]; par un proc6d6 diagonal on 
(n) peut trouver une suite d'entiers (k (n)) telle que ~'o(X) = lim. ]Ix + a,(.)]]. Ouitte 

extraire une sous-suite (u.)  de ~,t~(")k(.)s ~ telle que les supports des u. soient 

disjoints, on a bien trouv8 une suite de blocs disjoints (u.)  d6finissant ~'0 et 

vSrifiant la condition (2) du Lemme. 

REMAROUE 2. La d6monstration du Lemme 1 reste vraie si l 'on remplace lp 

(1 _-<p < + ~) par Co. Cependant,  comme co n'est pas un espace stable, la 

conclusion devient: "un espace stable E n 'admet aucun modSle 6tal6 associ6 

un type sym6trique, dont la suite fondamentale soit 6quivalente h la base 

canonique de Co". (Ce r6sultat sera 6tendu ~t la proposition 3.) 

Tt-moa~m 1. Tout espace de Banach stable est faiblement s~quentiellement 

complet ; en paniculier un tel espace est rdflexif si et seulement si il ne contient pas 

de sous espace isomorphe ~ l~. 

D,6_.-MONSTRATION. Supposons qu'il existe dans l 'espace de Banach stable E 

une suite (y,), faiblement de Cauchy non convergente. Par extraction de 

sous-suite on peut supposer que (y.)  est basique (cf. [6] ou [9]) et est une bonne 

suite au sens de [5]; par cons6quent la suite fondamentale (e.) du module 6ta16 

+(xb) est une bonne suite st: Ve >0, Vx EE, Vk EN, V(A,,--.,AE)ER k, 3v EN tel que: 
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associ6 h (y.) est basique inconditionnelle (Remarque 1); de plus, si y" est la 

limite faible de la suite (y.) dans le bidual E" de E, pour tout (A1,"" ", ,Irk)(= W, 

on  a." 

e, =lim'"liml X,Yo, ll-->llY"lll a,I 
L'inconditionnalit6 de la suite (e,) et cette in6galit6 prouvent alors que (e.) est 

6quivalente h la base canonique de ll. 

Posons x. = y2.+1 - y2, ; la suite (x,) ainsi d6finie converge faiblement vers 0, a 

un module 6ta16 dont la suite fondamentale (e2,+1- e2.) est encore 6quivalente 

la base canonique de 11 et est associ6e h un type sym6trique. Le Lemme 1 

appliqu6 ~ la suite (x.) prouve l'existence d'une constante K > 0 et d 'une suite 

de blocs a coefficients positifs sur (x,), u. = Y~"_-~§ A,x,, 6quivalente a la base 

canonique de ll et telle que pour tout n ~ N, X~=p~ =<K. Comme cette 

demi~re condition implique que (u,) converge faiblement vers 0, nous obtenons 

une contradiction. 

REMAROUE 3. La d6monstration du th6or~me 1 montre qu'en outre, aucun 

module 6ta16 d 'un espace stable E associ6 h une suite tendant faiblement vers 0 

ne peut &re isomorphe ~ 11, et cette propri6t6, d'apr6s un r6sultat de [2] 6quivaut 

dire que E poss~de la propri6t6 de Banach-Saks-Rosenthal: "de toute suite 

convergeant faiblement vers 0 de E, on peut extraire une sous-suite dont les 

moyennes de C6saro convergent fortement vers 0", D'og: 

PROPOSITION 1. Un espace stable E possdde la proprMM de Banach-  

Saks-Rosenthal. 

Une autre consequence du Lemme 1 est la proposition suivante: 

PROPOSITION 2. Si un espace stable E admet un module ~tal~ qui contient un 

sous-espace isomorphe ?t lp alors, E contient un sous-espace isomorphe ?l l~ 

(l_-_e < +o0). 

D~MONSTRATION. D'apr6s [5] (th6or~me 2) on peut supposer que E a un 

module 6ta16 dont la suite fondamentale (e,) est basique et qui contient un sous 

espace isomorphe h l~. 

Par une technique standard, on peut alors trouver une suite de blocs 

u. = E ~ ' + I  A~e~ 6quivalente ~ la base canonique de l~. 
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Soit ~'., le type sur E r6alis6 par u. (i.e. Vx  E E, z , ( x )  = [Ix + u. 11). Quitte 

extraire une sous-suite, on peut supposer que (%) converge simplement vers un 

type ~" sur E. Par d6finition du produit de convolution, comme (u,)  est une suite 

de blocs disjoints sur les (e.), on a: 

V k E N ,  V ( a ~ , . . . , ~ k ) E R  k, ( a : - * - . . * a k r ) ( O ) = l i m . . - l i m  a~u,, , 
nl'GIl nk'31l ] i=1 

ce qui prouve que la suite fondamentale du module 6tal6 associ6 h ~- est 

6quivalente ~ la base canonique de lp. Il est alors imm6diat que le type 

sym6trique 7 * ( - ~-) d6finit un mod61e 6tal6 jouissant de la m6me propri6t6 et 

qui satisfait aux hypotheses du Lemme 1, ce qui ach~ve la preuve. 

Comme pour le Lemme 1, la d6monstration de la proposition 2 s'6tend sans 

modification au cas de Co et on a done la proposition suivante: 

PROPOSITION 3. A u c u n  moddle dtald sur un espace stable E ne contient de sous 

espace isomorphe ?t Co. 

HI. Stabilit6 des extensions 

Les extensions les plus naturelles d 'un espace stable sont ses modules 6tal6s; 

on a l e  th6or~me suivant: 

TI-IEOREME 2. Tout module dtald au dessus d ' u n  espace de Banach  stable est 

stable. 

D~IONSTRATION. En vertu de [5] (th6or~me 2), il suffit de montrer  ce r6sultat 

pour les modules 6tal6s dont la suite fondamentale est basique. Soient donc 

F = EO[e~, i ~ N ]  un tel module 6tal6 au dessus de E et Of.), (g,,) deux suites 

born6es de F. Pour  tous entiers m et n, on peut d6composer f .  et gm sur E et 

[e~, i E N], soit: f .  = x, + u,, gm= ym + vm avec x~, ym dans E, u. et vm dans 

[e,, i E N]. 

On veut montrer  qu'il existe deux sous-suites of') et ( g ' )  de (f.) et (g,,) 

v6rifiant: 

(L) lim lim [If'~ + g' l[  = lim lim [If" + g'l l .  

Supposons dans un premier temps que les supports des suites (u.)  et (v,.) sur 

(e,) v~rifient: 

(S) Vn ~ N, Supp u. < Supp v. < Supp u.+l < Supp v.+l. 
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On va alors montrer que pour tout z E F: 

(L') l imlimHz + (x. + u . ) +  (y., + v . ) l l  = limlimllz -4- (x. + u . ) +  (Fro + vm)ll. 
n,o// m~// m , ~  n,~ 

Pour cela posons pour x dans E, 

tr(x) = liml/x + x, + u, II, 
n,~ 

�9 (x) = limll x + y~ + v~ 11, 

~ ( x )  --IIx + ~ II; 

~r, ~" e t / ~  sont des types sur E ;  si z s'6crit z1 + z2 avec zl E E et z2 ~ [e~, i E N] h 

support fini, d~s que n e t  m sont assez grands, les supports de z2, u., Vm sont 

disjoints et par cons6quent, par d6finition du produit de convolution des types: 

limliml[z, + zz+ (x, + u, )  + (y,. + vm)[] 
n.~tl ra, Ctl 

= ( ~ ,  �9 ,~ �9 , ) ( o )  

= limlimliz, + z2+ (xo + u . ) +  (ym + v=)lt. 
m,~ n,OR 

Un argument de densit6 prouve que (L') est vraie pour tout z de F. 

Les suites (u.) et (vm) &ant maintenant quelconques, on vase  ramener au cas 

pr6c6dent de la mani~re suivante: d'apr~s la proposition 3, l'espace [e~, i ~ N] ne 

contient pas de sous-espace isomorphe ~ Co; comme la base (e~) est incondition- 

nelle (Remarque 1), elle est aussi compl&e pour les suites born6es ("boundedly 

complete") ce qui implique que, de (u.) et (vm), on peut extraire des sous-suites 

(u ' )  et ( v ' )  qui convergent coordonn6es par coordonn6es (les coordonn6es &ant 

prises sur la base (e~)) vers des 61ements u et v de [e~, i E N]. Par un proc6d6 

classique, on peut alors montrer qu'il existe des sous-suites ( u " -  u) et ( v " -  v) 

de ( u ' - u )  et ( v ' - v )  respectivement et des suites (u ~ et (v ~ v6rifiant la 

condition (S) telles que: 

0 
l i m l l u ~  et l~ l l  ( o ~ - v ) l l = 0 .  

En appliquant l'6galit6 (L') aux suites (u~ et (v ~ avec z = u + v, on en d6duit 

que l'6galit6 (L) est v6rifi6e pour des sous-suites de (/.) et (gm), ce qui prouve la 

stabilit6 de F. 
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C e  d e r n i e r  t h 6 o r ~ m e  r e s t e  v a l a b l e  p o u r  des  e x t e n s i o n s  d ' u n  e s p a c e  s t ab l e  p lus  

g6n6ra le s :  

TH~OI~ME 3. Soit (try) une suite de types sur un espace stable E et F l 'espace 

de B a n a c h  engendrd par E et une suite de vecteurs (~ ), la norme sur F dtant d~finie 

par:  

Alors,  si pour chaque i E N, cr~ est, ou bien un type sym~trique, ou bien associ~ ~ 

une suite fa ib lement  convergente de 17., l ' espace  de B a n a c h  F e s t  stable. 
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